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Sistemas de 3 Ecuaciones Lineales con 3 Variables

Definicion. Un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 Variablex
es de la forma:

(allx + dq12y + d13Z = bl
dy1X + dooy + do3Z = bz
kaglx + A3,V + Az3Z = b3

A

Donde los a;; € R son los coeficientes del sistema, b;, € Ry
x,Y,Z son las variables.
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Métodos de solucion de un sistema lineal de 3 x 3
Dado el siguiente sistema lineal:
(allx + dq12V + dq13Z = b1

{Ap1X + Ay + AypzZ = bz (1)
Kaglx + d3oy + d33Z = b3

Método de reduccion. El método de reduccion consiste en aplicar el método
de eliminacion reduciendo el sistema (1) a un sistema lineal de 2 X 2,
resolviendo este sistema obtenemos los valores de 2 variables y luego por
sustitucion obtenemos el valor de la ultima variable.
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Ejercicio. Resolver.

(x—2y—z=1 (1)
{x+2y—z=13 (2)
3x+2y—5z=3 (3)

De las ecuaciones (1) y (2) eliminamos la variable y, para lo cual
sumamos las ecuaciones (1)+(2) :
2x — 2z =14

XxX—z=7 (4)
De las ecuaciones (2) y (3) eliminamos la variable y, para lo cual
restamos las ecuaciones (3)—(2) :

2x —4z =10
x—2zZ=5 (5)
\ De las ecuaciones (4) y (5) obtenemos que x = 19,z = 12, luego

\ sustituyendo en la ecuacion (1), y = 3. Porlo tanto C.S. = {(19,3,12)}.
| CICLO: PREUNIVERSITARIO 2024-2
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Regla de Cramer

Dado el sistema lineal de 3 X 3:

(allx + a2y + A13Z = b]_

121X ~+ a2y ~+ Ar3Z = bz (1)
Ka31x + azry + A33Z = b3

Se cumple que: A, = x - |A]|, Ay=y-|Al,A,=z-|A]

Donde |A| es el determinante del sistema y A,, Ay, A, son los
determinantes de las variables x, y, z respectivamente:

d11 di12 4di3
|A| = |321 Q22 Adp3
d3z1 d3p dsz3

b; a;; as a;1 by ags 11 a2 by
Ay= bz azz azs Ay=laz1 bz a3 A,=1az1 azz by
b3 a3, as;3 azy bz as; azy 4dazy bs
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Regla de Cramer
Dado el sistema lineal de 3 X 3:
fallx + alzy + 313Z = b1

az1X + ay + a3z =Db, (1)
\331)( + d3 oy + d33Z = b3

A

Solucion tnica. El sistema (1) posee solucién tnica siy
solamente si |[A| # 0, en caso afirmativo:

6
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Ejercicio. Resolver el siguiente sistema aplicando la Regla de Cramer.

(1x—2y—1z= 1
{Ix+ 2y —1z =13
(3x+2y—5z= 3

| O
A|=11 2 —-1|=-8
BN /A5
e = Sl I e
=13 2 -—-1|=-152, Ay=|1 13 -1|=-24, A,=|1 2 13|=-96
3 2 =5 - of ol 3 2 3
Ay Ay A,
Xx=—=19 , y=—7—=3 Zz=—=12
|A4] |A] | 4]
Por lo tanto, el C.S.= {(19,3,12)}.
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Solucidn de un sistema compatible de 3 X 3 aplicando la inversa
de la matriz de coeficientes:

Ejemplo. Resolver. (x—2y—z=1

{ x+2y—2z=13 (1)
3x+2y —5z=3
El sistema (1) admite la siguiente representacion matricial:

1 -2 =1\ /x 1
O
3 2 =5/\z 3
Luego multiplicando por la inversa de la matriz de coeficientes:
x\ /1 =2 -1\ /1
bH: 3 =) ()
Z 5 2N\ =% 3

X 19
(y): ( 3 ) Porlotantoel C.S.= {(19,3,12)}.

‘ Z 12
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Teorema.

Todo sistema homogeéneo de 3 ecuaciones lineales con 3 \
variables:

fallx + dq12V + dq3Z = 0
d-1X + dooy + do3Z = 0
\331X + d3oy + d33Z = 0

A

1.- Solucidn unica (solucion trivial) & |A| # 0
2.- Infinitas soluciones < Al =0

. ”
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Planos paralelos

Los planos P; y P, son paralelos si y solo si sus normales son paralelos, es decir,
n, es paralelo a n,. En otras palabras 3a € R, n,= an,

11
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Planos perpendiculares

Los planos P; y P, son perpendiculares si y solo si sus normalesson

perpendiculares, es decir, n; es perpendicular a n,. En otras palabras n; - n, = 0.
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Interpretacion Geométrica de un sistema compatible determinado:

Ejemplo: ( x+y—z=1
{ X+y+z=3
—xty—z=-1

13
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Interpretacion Geométrica de un sistema compatible indeterminado

Ejemplo:

(x+y+z=1 ( x+y+z=1 ( x+y+z=1

{ x—y+z=1 12X+ 2y + 22 =2 12X+ 2y + 22 =2

3x+y+3z2=23 3x+3y+3z=3 | X—y+z=3
(1) (2) (3)

14
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Interpretacion Geométrica de un sistema incompatible

(x+y+z=1 (x+y+z=1 (x+y+z=1 [ x—y+z=1

{X+y+z=2 {X+y+z=2 { X+ty—z=2 12X — 2y + 22 = 2

X+y+z=3 X—y+z=3 Xx+yt+2z=1 _ X—y+z=3
(1) (2) 3) (4)

< 4 3

Nota: En un sistema homogéneo, todos los planos pasan por el origen.
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Interpretacion Geomeétrica de un sistema 3 X 3
homogéneo compatible indeterminado

(x+y+z=0 ([ X+y+z=0 [ X+y+z=0

¢ x—y+z=0 {2x+2y+2z2=0 {2x+2y+2z2=0

BSxty+3z=0 3x+3y+3z2=0 | x—y+z=0
(1) (2) (3)

Todos los planos pasan por el origen.
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Sistema lineal de n ecuaciones con n incégnitas

@‘inicién: Un sistema de n ecuaciones lineales con n incégni%
X1, %y ..., Xy (S.E.L de n x n), es de la forma:

fallxl + A12X> + -+ A1n Xn = b1
aArq1X1 + Aro X~ + .-+ AopnXpy = bz

A

L Ap1 X1 + AppXot -+ Qppxy = i

Donde los coeficientesa;; y b; son nimeros reales conocidos.

o I
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Cuya representacion en forma matricial es:
AX =D

donde: A= (aif)nxn es la matriz de coeficientes

X =] .| es la matriz de incdgnitas

b =| 7| es lamatrizde términos independientes

18
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Sistema lineal de n ecuaciones con n incognitas

Formas de resolver un S.E.L de n ecuaciones con n incognitas

|.- Método Algebraico

Emplea sus variables
1) Método de sustitucion
2) Método de Reduccion y

3) Método de Igualacién

9
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Ejemplo Resolver el sistema de ecuaciones lineales

X+3y+5z+7w=12.....2) |
3X+5y+7z+w=0....... (2)

yobtenerelvalorde M=2"Y

5X+7y+2z+3w=4......(3)[ Z+W
/X+y+3z+5w=16.....(4)
Resolucidén
Sumando y simplificando: (1) + (2) + (3) + (4),
X+y+z+wW=2...o0eeeveereen.. (5)
ademas de (2) — (1) tenemos:
2X+ 2y +2z+6wWw=-12 .. ......(6)
Luego
—2X—2y—2z2—2w=—4.........(7)

sumando (6)y (7) tenemos: w = 2

20
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(3)-(2) - 2X + 2y — 6z + 2w =4
-2(5) - —2X — 2y — 22— 2w = —4
Sumando, se obtiene

—8z=0 —-z=0
(4)-3) - 2X — 6y + 2z + 2w = 12
-2(5) - —2X — 2y — 2z — 2w = —4
Sumando, se obtiene

—8y=8-y=-1

En(1) - x=1

C.S=1{(1,-1,0,2)}

Luego:
— 1—-(-1
TR =1 _

= = 1
7+ w 0+ 2

21
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Sistema lineal de n ecuaciones con n incognitas

Il.- Usando la regla de Cramer:

El sistema lineal
fallxl + a12x2 + -+ aln Xn — b]_
aAr1Xq —+ Arp X~ + .-+ ArnXn = bz

L An1X1 + ApaXo+ -+ AppXy = b,

Si la matriz A es invertible, entonces

A;

Xizm

Donde A; = det(Cq, -, b, -, Cp), A= (Cq,-

22
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Teorema

/1) Si |A] # 0, siy solo si el S.E.L de n x n tiene solucion unica. \

2) Si el S.E.L de n x n tiene infinitas soluciones, entonces
Al=A;, = =A,=0

3) Si|A| = 0y existeun A; # 0, entonces el sistema es incompatible.

o /
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Ejemplo: Determine el valor de k, para que el sistema dede
ecuaciones

(x+3y+z=2
X+2y—5z=4
2x+5y —k‘z=k+4

A

a)Tenga solucion unica
b)Tenga Infinitas soluciones
c)No tenga solucion

24
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Resolucion
Calculamos el determinante de las incégnitas

1 3 1
|Al=(1 2 —k52 =k?—4 € R\{2,—2}
2 5 -

a) Solucién tnica © |[A| # 0 © k? — 4 # 0 & k € R\{2, -2}

Analicemos para la parte b) y ¢)

Analizando para k = 2,
(x+3y+z=2
{X+2y—52=4
2X+5y—4z=6
Entonces: f, — f; y f; — 2f;, se obtiene:

)

25
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Sistema lineal de n ecuaciones con n incognitas

[ x+3y+z=2

3 —y—6z =2 , sistema esindeterminado (infinitas soluciones)
. —y—6z=2

Analizando para k = —2

(x+ 3y +z=2

{X+2y—52=4

(2X + 5y —4z =2

Entonces: f, — f; y f; — 2f;, se obtiene:

(x+3y+z=2
{—y—6z =2 ,sistema inconsistente
Yy —6z= -2

b) El sistema tiene infinitas soluciones si k = 2
c) El sistema es inconsistente (no tiene soluciones), si k = —2

26
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Sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con n incognitas

Nota:
1) |A| # 0 © el sistema tiene solucion unica.

Donde dicha solucion es la trivial x; = X, = X3 =...x, =0

2) |A|=0 & el sistema tiene infinitas soluciones.

Donde aparte de la trivial, tambien hay soluciones no triviales.

: 27
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Ejemplo: Determine m si el sistema:
(1-m)x+y—2z=0

2x —my — 2z =0 , esindeterminado
xX—y—-(m+1)z=0

A

Resolucion
Condicién |A| =0
1—m 1 —1
1 -1 —(m+1

Resolviendo y simplificando tenemos
m3=4m-m3®-4m=0->m(m?-4)=0->m(m—2)(m+2)=0

~m=0V m=2V m=-2

28
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